LINEARIS ALGEBRA, TERGORBEK, VEKTORANALIZIS

Belucz Bernadett

Csillagaszati Tanszék, E6tvos Lérand Tudomanyegyetem
Magyar Napfizikai Alapitvany, Gyula

BERNADETT BELUCZ EOTVOs LORAND TUDOMANYEGYETEM, BUDAPEST, MAGYAR NAPFIZIKAI ALAPITVANY, GYULA






VEKTOROK ERTELMEZESE

~ térbeli vektorokkal foglalkozunk, ezek halmaza a geometriai
vektortér

~ Vektoron iranyitott szakaszt értiink.

~ egy vektort akkor ismeriink, ha ismerjiik a hosszat és az iranyat







ha a vektor kezd6pontja a térnek egy meghatarozott pontja,
akkor kotott vektorrdl, ellenkezé esetben szabad vektorrol
beszélhetiink

ha a kezdGpont az origd, akkor gyakran helyvektorrdl beszéliink
a tovabbiakban &ltalaban szabad vektorokkal foglalkozunk

az iranyitott szakasz hosszat a vektor abszolat értékének
nevezziik, jelolése |a|

ha |a|=1, akkor az a vektort egységvektornak nevezziik,
jelolése e

ha |a|=0, akkor a zérusvektor (nullavektor), melynek jele 0

a két vektor egyenld, ha parhuzamos eltolassal egymasba
atvihetSk (fedésbe hozhatdk), azaz eltolas utan kezdd és
végpontjuk egybeesik.

BERNADETT BELUCczZz EO6TVOs LORAND TUDOMANYEGYETEM, BUDAPEST, MAGYAR NAPFIZIKAI ALAPITVANY, GYULA



MUVELETEK VEKTORRAL — OSSZEADAS, KIVONAS

» Az a és b vektorok osszegét, ill. kiilonbségét a
kdvetkez6képpen értelmezziik (paralelogramma szabaly).

ra (A<0)
(>0)




MUVELETEK VEKTORRAL — VEKTOROK SZORZASA
SZAMMAL

~ Az a vektornak a A\ szammal, skalarral valé szorzata az a \a
vektor, melynek absz

olut értéke |A|[a], iranya pedig a iranyaval

A NEE




MUVELETEK VEKTORRAL — SKALARIS SZORZAS

» Két vektor skalaris szorzatan a két vektor abszolat értékének és az altaluk
bezart szog koszinuszanak a szorzatat értjiik.

» Az a és b vektorok skalaris szorzatanak jel6lése ab. A definicié értelmében
ab = |a||b| cos ¢.
~ A cos is szamolhat6, ha ismert az ab skalaris szorzat értéke:
ab

cosy =




MUVELETEK VEKTORRAL — VEKTORIALIS SZORZAS

» Az a és b vektrok vektorialis zsorzatan azt az a x b vektort
értjiik, amely meréleges mindkét vektorra, hossza |a||b|sin 1),
tovabba a, b és a x b jobbsograsii rendszert alkotnak.




MUVELETEK VEKTORRAL — VEKTORIALIS SZORZAS

szorzata 0 vektor.

» Ha a és b parhuzamosak, akkor a két vektor vektorialis

~ A vektorialis szorzat nemkommutativ, ugyanis

axb=-bxa



MUVELETEK VEKTORRAL — VEGYES SZORZAT

» Keét vektor vektorialis szorzatanak egy harmadik vektorral
képzett skalaris szorzatat vegyes szorzatnak nevezziik.

~ Az a,b,c vektorok ilyen sorrendben vett vegyes szorzata:

abc = (a x b)c




MUVELETEK VEKTORRAL — VEGYES SZORZAT




Az ai, ap, as, ..., ax vektorok linearisan fiiggetlenek, ha az

a1ay] + agag + ... + axag =0

egyenl6ség csak a3 = ap = ...ax = 0 esetben all fenn.
Ellenkez6 esetben a vektorok linearisan 6sszefiiggdk.
az ojay + anag + ... + aag vektor az ai, ap, as, ..., ak

vektorok lineéris kombinacidja (aq, az,...ax valés szamok)

a vektorok linearis fliggetlensége azt jelenti, hogy egyik vektor
sem allithaté el6 a tobbi vektor linearis kombinaciéjaként
Kétdimenziés térben (sikban) maximum kett6, a
haromdimenziés térben maximum harom linearisan fiiggetlen
vektor adhaté meg.

Ha az a, b, c vektorok egy sikban vannak, vagyis a vegyes
szorzatuk nulla, akkor azok linearisan sszefiiggdk.
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VEKTOROK MEGADASA KOORDINATAKKAL — A
VEKTOR KOORDINATAI

» Vegyiink fel a térben egy O pontot és e pontbdl kiindulé, paronként
egymasra merSleges egységvektort, jeldlje ezeket i, j, k agy, hogy ebben a
sorrendben jobbsodrasa rendszert alkossanak, akarcsak a térbeli

v=vit+nj+k.




VEKTOROK MEGADASA KOORDINATAKKAL — A
VEKTOR KOORDINATAI

» A vi, v, v3 szamokat a vektor i, j, k bazisra vonatkozé
koordinatainak nevezziik.

~ A vektort megadhatjuk a kdvetkezé képpen:




VEKTOROK MEGADASA KOORDINATAKKAL — A
VEKTOR KOORDINATAI

» A két vektor definicié ekvivalens egymassal.

- Bazisvektornak nemcsak i, j, k vektorharmas valaszthato,

hanem harom olyan tetszdleges by, by, b3 vektorharmas is,
amelyek nincsenek egy sikban.




VEKTOROK MEGADASA KOORDINATAKKAL —
MUVELETEK KOORDINATAS ALAKBAN

~ Legyen a = (a1, a2,a3), b = (b, b2, b3), c = (c1, @, c3)
» Az a vektor abszolat értéke:

la| = \/a? + a5 + a2



VEKTOROK MEGADASA KOORDINATAKKAL —
MUVELETEK KOORDINATAS ALAKBAN

» Az a vektornak a A szammal valé szorzata:

Aa = (Aag, Aap, A\a3)




VEKTOROK MEGADASA KOORDINATAKKAL —
MUVELETEK KOORDINATAS ALAKBAN

» Ha az a vektor a koordinatatengelyekkel rendre o, 3, ~v
szogeket zar kiizre, akkor

cosa—a— cosﬁ—ﬂ cos'y—a
al |al

3
a




VEKTOROK MEGADASA KOORDINATAKKAL —
MUVELETEK KOORDINATAS ALAKBAN

» Az a és b vektorok vektorialis szorzata:




Irjuk fel a v = (—2, /3, 3) vektor egységvektorat! Mekkora szdget




PELDAK

Irjuk fel a v = (—2,/3,3) vektor egységvektorat! Mekkora szoget
zar be az x-tengellyel?

V| =\/vi+v2+vi=V4+3+9=V16=4







Legyen a=(5,-8,3) és b=(10,4,2). Az ab="?







Mer6legesek egymasra az u=(5,-2,7) és a v=(4,10,0) vektorok?




Mekkora az a=(2,-1,3) és b=(1,0,7) vektorok vektorialis szorzata,




PELDAK

Mekkora az a=(2,-1,3) és b=(1,0,7) vektorok vektorialis szorzata,
és mekkora a két vektor altal kifeszitett paralelepipedon teriilete?

i j k i j k
axb=|a a a|=axb=|2 -1 3|=
by by bz 1 0 7




Az a=(-1,3,2), b=(4,-6,2) és c=(-3,12,11) vektorok vegyes




PELDAK

Az a=(-1,3,2), b=(4,-6,2) és c=(-3,12,11) vektorok vegyes
szorzata?




RECIPROK VEKTORHARMAS

~ Legyenek a, b és c nem egy sikba esd vektorok, azaz abc # 0

» Ekkor ehhez az a, b, c vektorharmashoz hozzarendelhet6 egy
ra, Iy, rc reciprok vektorharmas a kdvetkezéképpen:

_b><c cxa _a><b

fa = b = fc =




Tekintsiik most a g1, g2, g3 nem egy sikba esé vektorharmast;
jelslje g1, g2, g3 ennek reciprok vektorharmasat.

Tetsz6leges x vektor nyilvan kifejezhets a g1, g2, g3
bazisvektorok segitségével:

X = Xlgl + X2g2 + X3g3
2 .3

Az x', x?, x3 szamokat az x vektor g1, g2, g3 bazisvektorokra
vonatkozd kontravarians koordinatainak nevezziik.

Fejezziik most ki az x vektort g!, g2, g3 reciprok vektorok —
mint bazis vektorok — segitségével:

x = x1g! + xg? + xg
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RECIPROK VEKTORHARMAS

» Az x3, xo, x3 szamokat az x vektor gy, go, g3 bazisra
vonatkozé kovarians koordinatainak nevezziik. Ezek a gl, g2,
g3 bazisra vonatkozéan nyilvan kontravarians koordinatak.

- Egy vektor koorinatain — ha mast nem mondunk — a

L1 Z




AZ N-DIMENZIOS VEKTOR — AZ N-DIMENZIOS VEKTOR
FOGALMA

~ A haromdimenziés vektor fogalmat altalanositjuk.

~ n-dimenziés vektoron rendezett szam-n-est értink




AZ N-DIMENZIOS VEKTOR — AZ N-DIMENZIOS VEKTOR
FOGALMA

» Azt a vektort, amelynek minden koordinataja nulla,
nullvektornak nevezziik. Jele 0, tehat 0=(0,0,0,...0)

- Az e; =(1,0,0,...0), e2 =(0,1,0,0,...0), e, = (0,0,0,...1)
alakl vektorokat egységvektoroknak nevezziik.







A v=(5,-1,3,0,1) vektor abszolit értéke?




MUVELETEK N-DIMENZIOS VEKTOROKKAL — SZORZAS
SKALARRAL

» Ha A tetszéleges valos szam, akkor

Aa = A(a1, ag, ...an) = (Aa1, A\az, ... \ap)




MUVELETEK N-DIMENZIOS VEKTOROKKAL —
OSSZEADAS, KIVONAS
» Az a és b vektorok dsszege, ill. kiilonbsége:
a+b = (a1, az,...an)+(b1, b2, ...bn) = (a1+b1, a2+bo, ..., an+bn)
a—b = (a1,az,...an)—(b1, b2, ...bn) = (a1—b1, 82— b2, ..., an—bn)

- Az dsszeadas tulajdonsagai:




MUVELETEK N-DIMENZIOS VEKTOROKKAL —
SKALARIS SZORZAS

> Legyen a = (a1, a2, as, ...an) b = (b1, bz, bs, ...by)
» Ekkor

ab = ai1b; + axb> + ... + anbn
* A skalaris szorzas tulajdonsagai:
S ab = ba
Sz a+b)c=ac+bc







Az a=(5,-2,0,-7) és b=(-3,4,1,-2) vktorok skalaris szorzata?




| inearis algebra elemei




LINEARIS TER, ALTER

» Legyenek a, b, c az X halmaz elemei

» Az X halmazt linearis térnek nevezzik, ha értelmezve van
benne az Osszeadas és a szammal valé szorzas, tovabba
1. az dsszeadas

kommutativ, azaza+-b =b + a
asszociativ, azaz (a+b)+c=a+ (b+c)

Z




Az X lineéris tér a,b,c,... elemeit vektoroknak, az X teret
pedig linearis vektortérnek nevezziik.

Ha az «, 3, ... szdmok val6s szamok, akkor X neve val6s lineéris
tér, ha pedig komplex szamok, akkor X komplex linearis tér.

I' A lineéaris teret — fliggetleniil attél, hogy milyen elemek
alkotjak — vektortérnek is nevezziik.

I' A lineéaris tér elemei nem feltétleniil olyan vektorok, mint
amilyenekkel ezeddig foglalkoztunk. A lényeg csak az, hogy az
X halmaz elemeire az dsszeadas és a szammal val6 szorzas
fenti tulajdonsagai teljesiilnek.
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LINEARIS TER, ALTER

+ Az X linearis altér nemiires M részhalmazat linearis altérnek,
roviden altérnek nevezziik, ha M maga is linearis tér az X-ben
értelmezett 0sszeadassal és szammal valé szorzassal.




A LINEARIS TER BAZISA., DIMENZIOJA —
VEKTORRENDSZER

» Tekinsiik az n-dimenziés vektorokbdl allé aq, ay, ...ax
vektorrendszert.

- A linearis tér ay, ap, ... vektorai linearisan fiiggetlenek, ha az
a1a1 + apag + ... + arakg =0

egyenléség csak a; = ap = ... = a, = 0 esetben all fenn. Ha

«O0>» «F» «E>»



Ha az ajy, ay, ...ax vektorok kozott van nullvektor, vagy ketté
koziilik egyenld, akkor a vektorrendszer linearisan Gsszefliggs.
Linearisan osszefiiggs vektorokhoz egy tovabbi vektort
hozzavéve, az 0 rendszer linearisan Gsszefliggé marad.
Linearisan fiiggetlen vektorok koziil tetszéleges vektort
elhagyva, a rendszer linearisan fiiggetlen marad.

Az aj,as,...ax vektorok akkor és csak akkor linearisan
osszefliggdk, ha van kozottiik olyan vektor, amely a tobbi
vektor linedris kombinaciéjaként elGallithatd.
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Az e; = (1,0,0,0), es = (0,1,0,0), e3 = (0,0,1,0)




Az e; = (1,0,0,0), e2 = (0,1,0,0), es = (0,0,1,0) osszefliggnek-e?




Aa=(2,-1,5), b=(0,3,—-1), c = (6,0, 14) vektorok linearisan




PELDAK
Aa=(2,-1,5), b=(0,3,—-1), c = (6,0, 14) vektorok linearisan
figgetlenek?




A by, by, ...., b vektorok a linearis tér bazisrendszerét
(bazisat) alkotjak, ha linearisan fiiggetlenek és a linearis tér
minden vektora elGallithaté e vektorok linearis
kombinacidjaként. A by, by, ...., by vektorokat

bazisvektoroknak nevezziik.

Szokas azt mondani, hogy a bazisvektorok elGallitjak
(kifeszitik, generaljak) a linearis teret.

Egy linearis térnek altalaban végtelen sok bazisa van. A
bazisvektorok szdma azonban mindegyik bazisban egyenld.

Ha egy linearis térnek van véges sok vektorbdl allé bazisa,
akkor a lineéaris teret véges dimenziésnak, a baziselemek
szamat pedig a linearis tér dimenzidjanak nevezziik.
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A LINEARIS TER BAZISA, DIMENZIOJA

» A k dimenziés térben k-nal tobb vektor linearisan dsszefliggd.
» A k dimenziés teret k-nal kevesebb vektor nem generalhatja.

~ Legyen az X linearis tér egy bazisa by, by, ...., by. Ekkor
tetszbleges x € X vektor egyértelmiien allithaté el a
bazisvektorok linearis kombinacidjaként.




Jeldlje az X (valds) linearis tér két tetszéleges vektorat x és y.

E két vektor (x,y) skaléris szorzatat Ggy értelmezziik, hogy az
(valés) szam legyen és a kdvetkezé tulajdonsagai legyenek:

L (x,y) = (y.%)

2. (ax,y) = ax,y) ahol az « valés szam.

3. (x+y,z) =(x,2) + (y,2)

4. (x,x) >0, hax#0és (x,x) =0, hax=0
Ha (x,y) = 0, akkor azt mondjuk, hogy az x és y vektorok
ortogonalisak (merélegesek egymasra).

Az olyan linearis teret, amelyben skalaris szorzat van
értelmezve, euklideszi térnek nevezziik.
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MATRIXOK ERTELMEZESE, SPECIALIS MATRIXOK

oszlopokban és sorokban elrendezett rendszerét matrixnak
nevezziik.

» Az elemeknek egy téglalap alakd tablazatba, azon beliil




Az a; elem az i-edik sor k-adik eleme

A fenti matrixnak m sora és n oszlopa van, ezért szokas azt
mondani, hogy m X n tipusi

A matrix jelolése altalaban A, B, C

Ha a méretét is fel szeretnénk tiintetni, akkor A, ,) médon
jeloljiik, ahol az m a sorok szamat, az n az oszlopok szamat
jeloli.

Két matrix egyenld, ha mindketté ugyanolyan tipusi (méret(i)
és a megfelels helyekenallé elemeik egyenléek, azaz

A(m,n) = B(m,n)

ha ajx = bix és (i =1,2,..m;k =1,2,...n)
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Ha az A matrix sorait felcseréljiilk az oszlopaival, a matrix
transzponaltjat kapjuk, jeldlése AT

Ebbé| kovetkezik, hogy az m x n tipusi matris transzponaltja
n X m tipusd.

Nyilvanvalé, hogy (A7) T = A

Ha egy matrixnak ugyanannyi sora van, mint amennyi oszlopa,
akkr négyzetes (kvadratikus) matrixnak nevezziik.

A n sorbdl és az n oszlopbdl allé kvadratikus matrixra azt
mondjuk, hogy n-edrendi.

Ha egy matrix megegyezik a transzponaltjaval, azaz A = AT,
akkor a A szimmetrikus.

Szimmetrikus matrix elemei a f6atléra nézve szimmetrikus
elrendezésiiek, azaz aj, = ay;.

A f6atlét az ay1, an, ..., ann elemek alkotjak
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MATRIXOK ERTELMEZESE, SPECIALIS MATRIXOK
» Ha az A kvadratikus matrix esetében
A=-AT
akkor A ferdén szimmetrikus (antiszimmetrikus).
* Ekkor tehat ax = —axi és a;; =0

* Ha a D kvadratikus matrix féatl6jan kiviil valamennyi eleme nulla, akkor
D 4tlés (diagonalis) matrix.

~ Ha egy diagonalis matrix f6atléjaban all6 valamennyi elem 1, akkor azt




Ennek transzponaltja egy sorvektor:
a'=[a1, Ay,  eey a,,].
Mivel a matrix sorokb6l és oszlopokbol ll, ezért az Ay, »y =[aj ] mét-
rix felirhaté

al

A=[a, a, .. a,]= a:

m
a

alakban is, ahol a;, a,, ..., a, oszlopvektorok, al, az, ..., a” pedig sor-
2 n g
vektorok, :







Milyen matrix? A =







Milyen matrix? B = harmadrendii és ferdén






















Két matrix csak akkor adhaté Gssze, ha azonos tipusiak.

Matrixok Osszegét tgy képezziik, hogy az azonos helyen &llé
(azonos indexii) elemeiket dsszeadjuk.

Legyen A = [ajx], B = [bik] egy m x n tipusi matrix.
Osszegiik egy olyan C = [ci], szintén m x n tipusi matrix,
amelyre cix = ajx + bix (i=1,2,...m;k=1,2,...n)

az értelmezés alapjan lathaté, hogy az 6sszeadas kommutativ
és asszociativ, azaz

A+B=B+A

A+B+C)=(A+B)+C
(A+B)" =AT + BT
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Matrixok egy szammal agy szorzuk, hogy a matrix minden
elemét megszorozzuk a szammal.

Legyen A= [a,-k], ekkor NA = [)\a,-k]

az A és B matrix kiildnbségét A-B=A+(-1)B médon
értelmezziik, ami azt jelenti, hogy a kivonasnal a matrixok
azonos helyen allé elemeit kivonjuk egymasbdl.

Legyenek az A matrix elemei valés szamok, ekkor érvényes:
Barmely A négyzetes matrix eléallithaté egy szimmetrikus és
egy ferdén szimmetrikus matrix dsszegeként:

1 1
A= §(A+AT)+ E(A—AT)

ahol A+ AT szimmetrikus, A— AT pedig ferdén szimmetrikus.
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Irjuk fel a kdvetkezé harmadrendii matrixot egy szimmetrikus és egy




Irjuk fel a kdvetkezé harmadrendii matrixot egy szimmetrikus és egy

ferdén szimmetrikus matrix osszegeként!
T




Irjuk fel a kdvetkezé harmadrendii matrixot egy szimmetrikus és egy
ferdén szimmetrikus matrix Gsszegeként!




Irjuk fel a kdvetkezé harmadrendii matrixot egy szimmetrikus és egy
ferdén szimmetrikus matrix Gsszegeként!




Irjuk fel a kdvetkezé harmadrendii matrixot egy szimmetrikus és egy
ferdén szimmetrikus matrix Gsszegeként!
A=3A+AT)+3(A-AT)=




Az A matrixnak B matrixszal val6 AB szorzata csak akkor
értelmezhets, ha A-nak (a bal oldali tényez6nek) ugyanannyi
oszlopa van, mint ahany sora van B-nek (a jobb oldali
tényezének).

Ebbs| kévetkezik, hogy az A, ;) és B, ) matrixok szorzata
értelmezhetd.

Az A = [aj] és B = [bjx]| matrixok ilyen sorrendben vett
szorzata az a C = [c;k] matrix, amelyre

Cik = ajtbik + aibok + ... + aipbpk

ahol i=1,2,..m; k=1,2,...n

A cjx nem mas, mint az A matrix i-edik soranak és a B matrix
k-adik oszlopanak (mint két vetkornak) a szorzata.

a C szorzatmatrix m X n tipusi
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PELDA




MUVELETEK MATRIXOKKAL — MATRIXOK SZORZASA

> az értelmezés alapjan nyilvanvald, hogy a szorzas nem kommutativ, azaz
AB + BA
(AB)C = A(BC)
(A+B)C=AC+BC
és

A(B+C) = AB + AC




PELDA

irjuk fel az Au=b egyenletnek megfelel6linearis egyenletrendszert.
Szamitsuk ki a u’Au szorzatot.

3x+z
Au=|-2x+y+4z|,

5z




PELDA

Az Au=Db egyenletbdl kdvetkezik, hogy

3x+z=2
—2x+y+4z=0;.
S5z=1




SORMATRIX, OSZLOPMATRIX

» Szamitsuk ki egy sormatrixnak és egy oszlopmatrixszal vett
szorzatat.

2
T = a1y +ayby+.. Aa,b,.




3
2

[5 =L 0,9, 7]{10|=15-2+0-36+42=19.
-4
6




SORMATRIX, OSZLOPMATRIX

» Szamitsuk ki egy oszlopmatrixnak egy sormatrixszal és vett
diadikus szorzatat.

aiby  aby ... ab,

| @by ayby ... ayb,

ambl amb?. ambn







MUVELETEK MATRIXOKKAL — NEGYZETES MATRIX
INVERZE

> Az osztas miivelete nem végezhetd el, agy értelmezhetjiik, mint az A
matrix inverzével val6 szorzast

» A négyzetes matrix inverzén olyan A~ !-gyel jel6lt matrixot értiink, amely
kielégiti az

AA'=E




MUVELETEK MATRIXOKKAL — NEGYZETES MATRIX
INVERZE

251 G412 - @

a1 4y; . Qa2p

Definicié. Az A=

Anl Amy -+ Amn
négyzetes matrix adjungaltja (jelolése: adjA) az

Ay Ay A
Ay Ay ... 4
adja:=| 12 72 "
Ay Ay se A
matrix, ahol 4, az A métrix a;, eleméhez tartoz6 eldjeles aldeterminans.
Az adjungélt ismeretében az inverzmatrix:

-1_ 1 g
) " detA adjA
ami részletesebben felirva:
A
a1 |4
detA

Ay



MUVELETEK MATRIXOKKAL — NEGYZETES MATRIX
INVERZE

~ innen kovetkezik, hogy




DETERMINANSOK

» Az a,b,c,d elemekbdl képzett masodrendii determinanson az
ad-bc kiilonbségét értjiik:

lz z =ad—-bc.

a a a
illyls an ap,|722 9 31 423 +a13“21 a3
ay| axp axp|= —ap i
e o8 “1132 a33 a31 933 @31 932

a3) a3y 433




a kett6 sindexelés olyan, hogy a ajx a dereminans i-edik
soranak k-adik eleme.

Az a11, anp, azz elemek a determinans f6atloja

lathatd, hogy a harmadrendii determinanst masodrendii
determinansok segitségével értelmezziik, a jobb oldal
szamolhatd, ez lesz a determinans értéke

a jobb oldali kifejezés a determinans egyik kifejtése, az ott
szerepl6 masodrendii determinansok rendre a aj1, aip, a3
elemkehez tartoz6 aldeterminansok

az aj elemhez tartozé aldeterminanst gy kapjuk meg, hogy
tordljiik az i-edik sort és a k-adik oszlopot, igy keletkezik egy
masodrendii aldeterminans

a jobb oldali kifejezésrél szokas azt mondani, hogy az a
harmadrendii determinansnak az elsd sora szerinti kifejtése

BERNADETT BELucz EO6TVvOs LORAND TUDOMANYEGYETEM, BUDAPEST, MAGYAR NaPFizikai ALAPITVANY, GyuLa



akarmelyik sor vagy oszlop szerint is fejtjiik ki a determinans,
annak értéke mindig ugyanaz lesz, vagyis a determinans
barmelyik sora vagy oszlopa szerint kifejthets

a kifejtésénél az az el6jelszabaly érvényes, hogy az ajx elemhez
tartozé Djy aldeterminanst meg kell szorozni (—1)*k-val
(sakktablaszabaly)

az el6bbi determinans masodik szlop szerinti kifejtése:

D = —a12D12 + a2 D2y — a3 D3

A sakktablaszabalynak megfelels elgjellel ellatott
aldeterminanst el6jeles aldeterminansnak nevezziik.

ay a
A3y =— =l
az) Qas3
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DETERMINANSOK TULAJDONSAGAI

1. A determinéns értéke nem véltozik, ha a mdtrixot transzpondljuk, azaz
4] = |AT].
Példa:

1

2

=1-4-2.3=-2,

2. A determindns értéke c-szeresére viltozik, ha a métrix valamelyik sordnak,

vagy oszlopdnak minden elemét megszorozzuk c-vel (azaz a

determindnsfiiggvény homogén).
Példa




DETERMINANSOK TULAJDONSAGAI

3. Ha egy madtrix valamely sordban, vagy oszlopdban csak 0 elem 4ll, akkor a
determindns értéke 0.
Példa:

3
=0-4-0-3=0.
0

4. Ha egy matrixban felcseréliink két oszlopot (vagy két sort), akkor a
determindns értéke a (—1)-szeresére viltozik.
Példa:

4
=3-2—-1-4=2.
2

5. Ha egy madtrixban két oszlop (vagy sor) megegyezik, akkor a determindns
értéke 0. Példa:

2
=1 =] < 2=,
2




DETERMINANSOK TULAJDONSAGAI

6. Ha egy mdtrix valamely oszlopa (vagy sora) egy mdsik oszlop (vagy sor)
skaldrszorosa, akkor a determindns értéke 0, hiszen ekkor a skaldrt kiemelve
olyan matrixhoz jutunk, melyben két oszlop (vagy sor) megegyezik.

7. Ha egy mitrix valamely oszlopdhoz (vagy sordhoz) egy mdsik oszlop (vagy

sor) skaldrszorosit adjuk, akkor a determindns értéke nem viltozik.
Példa:
1 2 1

3+2-1 4+2.2 5

8. Az egységmatrix determindnsa [.
Példa:







PELDA







